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V orgelegt von H. Schaeter 
(Eingegangen am 23. 11. 1966) 
Übersicht: ~lit Hilfe des vollständigen Spannungsfunktionenansatzes werden in einem 
unendlich ausgedehnten, elastisch isotropen Cosserat-Kontinuum das Verschiebungs- und 
das Drehvektorfeld einer Einzelkraft und eines )fomentes berechnet und der Greensche 
Tensor der elastischen Grundgleichungen aufgestellt. Die sich ergebenden Abweichungen 
von den klassischen Lösungen klingen mit der Entfernung von der Lastsingularität ab. 
Summary: Using the complete stress function solution, the displaeernent and rotation vector 
fields of a singular force and a couple in an infinitely extended, elastie isotropie Cosserat 
wntinuurn are caleulated. AI80 Green' 8 tensor for the fundamental equations is derived. TM 
deviations from the classical 8olntions decrease with growing distance from the singularity. 
Y orbemerkungen 
\Vir rechnen in kartesischen Koordinaten und benutzen sowohl die Indizes· 
schreibweise als auch eine symbolische Schreibweise für Vektoren und Tensoren. 
eber griechische Indizes i~t von 1 bis :l zu summieren. 
Einleitung 
Das Verschiebungsvektorfeld einer Einzelkraft im unendlich ausgedehnten, 
homogenen und elastisch.isotropen Kontinuum kann man mit Hilfe des Neuber· 
P<1pkoy~ch~chen [1] oder des Galerkinschen [2] I"ösungsansatzes für die e~asti. 
schE'11 C.rundglelchungen berechnen. Das Yerschiebungsvektorfeld der Slllgt~· 
laren Belastung hißt sich aber auch bestimmen. wenn man yon dem vollständl' 
gen Spannung"fllnktionen<lnsatz [:1]: . 
U(i/r:) = ei,).ekß",oy'Op1p(?'/l) :- OilJ!/r: T Ok1pi - ()ikO.d/h (1) 
au~gt'l1t, ,lt'I' (ljp (aeichge\\·ichbbedingungen 
(:1) 
g(·~~>tzt \\ ird. Ans dt'1ll mit (t) gehildeten Deformationstensor 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00046168
Yerschiebung~_ und Drehvektorfeld im Cosseratschen Kontinuum 73 
1)1 
C(ik) = 2G 12 [o;(oklfu ~ 20:xlP('k) + 2lfk) + 
T Ok(OilPu ~ 2o'lf('i) + tlPi)] + 
-t-.Jlf(ik)-t- l~vbik(~L1lP",a+O"OPlP",p~O"lPa)} (-!) 
folgt unter der Hedingung für den Spannungsfunktionentensor lP(ik): 
1 
J lP(ik) + 1 + }' bik (~~ tp",,, --t- oa. o plP"jJ ~ oa.lfa.) = 0 (.'1) 
die Darstellung de" Verschiebungsvektorfeldes : 
(6) 
Eine Partikularlösung von (.'1) erhalten wir, wenn wir 
setzen, wobei (7) 
(H) 
zu erfüllen ist. 
'Venn wir annehmen, daß eine Einzelkraft K im Punkte mit dem Ortsvektor B o 
angreift, wird X k = Kko(B ~ Ro), wobei b(R ~ Ro) die Diracsche Delta-
funktion ist, und 
.-\I1S (R) folgt dann 
lP= 
und aus (6) 
1 K k 
tpk= --: 
-!n r 
r = ,R ~ Ro . 
K·/· 
,. = R -- Ro ----Sn(1 ~ v) r 
Il = (3 ~ -lv) - -;-- --. -I 1 [ K K·rt·i 




die bekannte, im Kraftangriffspunkt singuläre LÖSUlll! der ela.-<tischen C ;rlll1<1· 
gleichungen. 
In seiner .-\rbeit über topologische Fragen in der Theorie der !'pannungsfunk-
tionen des klai'sischen Kontinuums hat Rieder [-lJ das Problem der Einzelkraft 
im unendlich ausgedehnten Kontinuum als Problem mit einer f'ingulären fn-
kompatibilität formuliert und es mit dem Spannungsfunktionenansatz (1) ohne 




Das Problem der Bestimmung des Yerschiebungs- und des Drehvektorfeldes für 
eine Einzelkraft und ein 1foment im unendlich ausgedehnten Cosseratschen 
Kontinuum kann ähnlich wie in der klassischen Theorie gelöst werden. Geht 
man aus von den elastischen Grundgleichungen für die kinematischen Felder, 
so lassen sich Lösungsansätze aufbauen, die den klassischen Ansätzen von 
Neuber-Papkovich und Galerkin entsprechen. Die verallgemeinerten Lösungs-
ansätze für die inhomogenen elastischen Grundgleichungen wurden von 
Jlindlin [5] und von Sandru [6] gefunden. Heide Autoren geben außerdem das 
Yerschiebungs- und das Drehvektorfeld einer Einzelkraft und eines ~Iomentes 
an. Im Gegensatz dazu wird in der yorliegenden Arbeit die \-ollständige Span-
nungsfunktionenlösung benutzt, um für ein elastisch isotropes Cosseratsches 
Kontinuum die kinematischen Yektorfelder und den Greenschen Tensor der 
plastischen Grundgleichungen zu berechnen. 
Die Spallllullgsfullktiollelllösullg 
Schaefer hat in [7] gezeigt, daß sich die WeichgewiehtsberiingulIgPIl clps ('08se-
ratschen Kontinuums [S] 
o,a'k = -Xk. 
O'ft'k + ek'ßa,,, = -- Y k , 
(12) 
\~obei aik der Kraftspannungstensor, ftik der '\lomentenspannungstensor X k die 
'olumenkraft und Y k das Yolumenmoment ist, durch den Ansatz 
allc = o;o,F'k - .JFik T OiSk. 
Pik = (};O,O, .. - JGik + OiTk + o;ehpl",J + €ih-,lO,F\p + €ih::{' 
('rfüllen Ja';"PI!, wpnn 
(13) 
(1.!) 
gesetzt wird, Di,p Spannungsfunktionstensoren 2. Ordnung F ik und Gik sind 
dann ~o zu hestuumen, daß der .\nsatz (13) vertriiglich wird Führt man im 
~toffgesptz 19] , 
%ik = Gi (/Jk, 
fik = 0; Uk - ei!n (/J, 
(16) 
die Ddormation"U-lb0ren de" ('()"~erat<chen Kont' , d d' Q ungs 
_ " . " , . '.' ." Inuums Sin , Ie ",pann c· fillnktlOnendar~telll\nl! dpr (,Jeu'hgewlcht:;"pannungen ein, so erhält man unter 
, .. n BedlllgHlJgf'll: . 
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lG Ca 
L (ik) + 1 + 3ca bik (~LlG:x," + o;xoßG(:Xfi) + 2o:xF" + 0:x T(%)=O, (17a) 




für die ~pannung~funktionen, die Darstellung de~ Yer~chiebllng~- und de~ 
J)rehvektorfeldef> [1 OJ: 
(18) 
Dabei i~t die Zerlegung der Spannungsfunktionstensoren in ihre symmetrischen 
und schiefs.,·mmetrischen Anteile benutzt worden: 
F tk = F(ik) -j-- ei/nF,. 
Gile = G(ile) + ei~·,G,. 
(Ul) 
[II den Hedingungsgleichungen (17) sind die Yektorfelder Sund T als bekannt 
anzusehen: geeignet zu bestimmen sind die Spannungsfunktionen F(ile). F i . 
GUle ) und Gi. Da bei der singulären Belastung die kinematischen "ektorfeldfl' 
lind die Spannungen mit wachsender Entfernung yon der Singlllal'itiit abklin-
I?en, dürfen wir annehmen, daß die Spannungsfunktionen nur einc Singularitiit 
I~ der Lastangriffsstelle haben und im Cnendlichen yerschwinden. Beachten 
\\"11' da~ bei den Lösung"ansätzen für die Gleichungen (17). sO brauchen wir 
Losungen '-on Laplace- und homogenen Helmholtz-Gleichungen nicht zu he-
I'uckxichtigen, denn die überall regulären und im ('nendlichen yer"chwindflldell 
Lii,;ungen die,;er Gleichungen sind identisch XlIII. "'ir können al~() .~tatt dl'~ 
Liisungsansatzes für GI. (17c): 
mit 
J/<tle) = 0 
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den einfacheren Ansatz 
F(ik) = Öik! 
wählen. Die GI.(17 c) wird mit (20) erfüllt, wenn wir 
(20) 
}' ) 
.Jj = - -- 0 S (21 
1 - l' " " 
setzen. Xur die Partikularläsung dieser Cneichung ist zu bestimmen. 
Aus GI. (17a) folgt mit Hilfe ihrer Spur: 
.J (G(ik) -- ~ ()ik G" ) = O. (22) 
Der Ansatz (23) 
mit einer vorläufig noch beliebigen Funktion g, lö~t diese Uleichung identisch. 
GI. (17 a) wird erfüllt, wenn wir setzen: 
_ I -t- C3 o\.g I F i = - -:;- Ti -t- ehß 0, Aß 
2C3' 
(24) 
mit einem noch willkürlichen Yektorfeld Ai. 
Wir bilden die Divergenz der Yektorgleichung (17b) und erhalten mit (24) die 
Differentialgleichung für g: 
Die (~l. (l"j b) !üBt ,ich nun mit 
erfüllen, wobei Q noch zu bestimmen ist. 
l~ = L2(1 + C3) 
Cl 
Schließlich erhalten wir aus GI. (17 d) für Ai die Differentialgleichung: 
f (~-1i -. l~ .J At! = Si - 2 - Cl F .J Si-
:2 -+- Cl 1 • 
[2 = L2(2 -+- Cl) (2 + (2) 
1 
lInd II uß("rdplll: 
(25) 
(26) 
I" -! C~) a .) (2 - eIl (e2 - 2) 0 s . > . JA> - L~ " :1. 
SCl (28) 
.\fan ~allll lewht tlllhund der Formeln (l~) nachprüfen. daß Q für die Berechnung 
dpr \ "ktorfeld,,!" lf utl,i (fJ ni('ht henötigt wird. 
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Die Berechnung der Spannungsfunktionen für eine Einzelkraft und ein Moment 
Der Punkt R o eines unendlich ausgedehnten Cosserat.Kontinuums sei der An· 
griffspunkt einer Einzelkraft K und eines Momentes lU. :\Iit der Diracschen 
Deltafunktion o(R - Ro) können wir also die Yolumenkraft X und das Yolu. 
menmoment Y schreiben: 
x = Kb(R ~ Ro}, 
r = il1b(R - Ro). 
Die Lösungen der Differentialgleichungen (14) lautpn dann: 
~ 
~ 11~1 
wobei r = ,R ~ R o! = V(XI _. Xl)2 ...;.. (X2 - X2)2 ...;.. (X3 - .1-3)2 i~t. 
Wegen 
/J (~) =~ 
.-:2 r 
wird (:21): 
)' K" 1 . )' , 11 - - --0 -- = -.1 lC,ir,r 
L - 1-)1 "-ln r 8n(1 ~J') 
abo: 
v 
1 = - 8 n (1 ~ v) r )' = R -- Ro . 
1lit (aO) lautet die Differentialglpichung (25): 
~~ = _~ JI"iJ (~). 
cl !l l~!l 1 -I-- '3 +:T" r 
Wir setzen 
e3 :> 
!l = , JI"u"g* 
-ln (1 T (3) 
und erhaltpn für g* die Differentialgleichung: 
1 ] jg* --1,/* =--
. l! r 
dip \\ir mit dem Lösungsansatz 
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wegen !l (l/r) = --±rrb(R - R o) in die Differentialgleichung 
19** - ~ g** =.t. n [' b (R - R o) 
, l~ J :! 
überführen können. Die für r -~ = yer~chwindende LÖ~llng dieser Cilpichung 
lautet: 
1 ,. 
g** = - [2 _ e t;. 
2 r 
jlit (:{ß) und (:~.J.) erhalten wir dann: 
L2 C3 lU' }'[ ( T) _!.. "j g = ---- - 1 --+- 1 --l- - e /2 
.J.n Cl r3 " 12 
Wegen 
kann die Differentialgleichung (27) geschriphen weroPIl: 
1 ( 4 [2 ,1 4 '1 [ 1 :Z - Cl 2 K • -1 lJ. ) = / - Kr - Z1 - + 
ib: .J.n(:Z + er) r 
1 Ir ( .ll) 1 
-;- ~ß rot PI r) +- rot -




I JA --.1 l~ 
1 
1. 1 , 1 ( .u) :Z - Cl K 
--- --. Rr - -, -9 rot (;lIr) - -rot - + -
Sn1i 16n1i Sn r .J.n(:2+cI)r. 
(.J.:2) 
.1 = .1,0) - .4(2/ -+- A(3) -+- A(4) (.J.3) 
ml t 
1 1 
1.10) - -All) = ----Kr [i Sn li . (.J..J.a) 
1 1 
- -1 (2) - I' t (lI ) 12. - - -16 [2 0 • r. 
1 :r 1 
(.t..J.b) 
~ Am = __ I_rot (.u) 
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Als Lösungsansatz für (-I--I-a) \vählen wir: 
~tll) = _1_ KalI) . 
8n 




erhalten wir schließlich: 
1 1 





a(1)* = :2l~ - + a(l)** 
r 




In UI. (4-1-b) setzen wir 
und erhalten: 
2 1 _!.. 
a(1)** = -211 - e " r 
~-t(2) = _1_ rot (.lIa(2» 
16:7 
1 1 
.Ja(2) - - a(2) = -., r. Ti li 
Demnaeh wird a(2) = all) und 
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Für GI. (44c) wählen wir den Lösungsansatz : 
1 








a(3) = ~ + a(3)* 
r 
r 
,!a(3)* -~ ~a (3)* = 4Jl' li ?J(R - R o)-I~ 
* [2 1 .~!:... a(3) = -- ~ - e I,. 
r 
[2 r I _~t(3) = _1_ rot \M - ( 1 
k ;r r 
Setzen wir in <;1. (Hd) 
so wird 
-) -c 
.1(4) = - 1 Ka(4). 
+n(2 + (1) . 
1 1 
Ja(4) - _a (4 ) =-
Zi r 
a(4) = _12('~ 













Der GI. (+:~) Pllbjll'echeJH1 zusammengefaßt ergiht sich nach einigen rmfor-
rnungen: 
1 _ 1 t-;.: JI 
.1 C-. -Itr ~- ------
16:T r '.1 
. !L_ ,- . .11 Tl --
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Die ßerechnung des Verschiebungs- und des Drehvektorfeldes 
Aus der Dan"tellung (18) des Yerschiebungsvektorfeldes u und des Drehvektor. 
feldes <P folgt mit den Ergebnissen des ersten Abschnittes: 
(67) 
1 l 1 :2 + Cl 1· $i= 9GL2 - -Gig + L2-.-,,- (ebßo,LlAß +:) OiO,Tp)-
- .T f3 _ Cl . _ 
2 - Cl 1 
-L2-.)- e;~ß O.,Sß . 
_Cl J 
(68) 
Wir setzen in diese Gleichungen die Ergebnisse (30), (32), (39) und (66) ein und 
erhalten nach einer elementaren, aber langwierigen Z"ischenrechnung: 
1l=-----I+ - -2- ..i.-1 {3--tv Kr '!c1(1 -v) (ll)2(1 ho(r))] 
16nG I-vr (:2+cll(3--!v).r 00 h' 
+- _1_ K· I' )' r1 _ 12~1(1 - v) (o!!.·)2(1 - h3 (.!...)O)1 + 1 - v,3 :2 + Cl r 0 lt 0 (69) 
<I> = _1 {2 KX1' (1 - h l (.!...))-16 n G r 3 . II 
-- l+-hl - ---h2 - + .11 r 2 (r) :2 + Cl (')1 
,3 Cl l2 Cl . lt 
(70) 
, ') "11 . r "l 0 :2 h (r 00) 2 + Cl h (.!...)]} 
-.)--.- 1 +- 3 - --- 3 , r~ Cl. l2 0 Cl 11 
wobei wir die Abkürzungen 
( r ) ( r '2) -+ h2 T = 1 -+- T .;.. {2 C 
(il) 
eingeführt haben. Die rll.Abhängigkeit dieser Funktionen ist in Abb. 1 darge. 
'teilt. 
Der {'bergang zur klassischen Elastizitätstheorie m~t L ~ 0, h l = h2 = ha = 0 










-l---~----2~-~3--~~4=====5~f Ah\). 1 
'Einzelkraft : (K =!= 0, JI = 0) 
u*= 1 r(3-+v)K+""~K1. 
16nG(1-v)l l' l' 
1 1 Kxl' 
4i* = - rot u* = -----
:2 HnG 1'3 
:\loment: (K = 0, M =!= 0) 
u** - ---- t[J** = - rot u** = - -- ..:...... - :l -- . 1 .UX1' 1 I (lU l'1"M) 
SnG 1'3 :2 16nG r 3 r5 
Yergleicht man nun diese klassischen Lösungen mit den obigen Ergebnissen für 
da~ Cosseratsche Kontinuum, so stellt man fest, daß die Abweichungen yon den 
klas,;ischenLösungen für (rll) ~ 1 abklingen. und zwar in If (R) wie (1'/l).2 und 
in ,,(J/), 4i (R) und 4i (Y/) exponentiell. 
Der Greensche Tensor der elastischen Grundgleichungen 
Die Liisungen (69) llnd ('jO) las"en sich zusammenfassen: 
( :) = (~::; ~::; ) ,(~ ) . 
[>alwi "ind die Ten,;ol'E'n (}(i) folgendermaßen definiert: 
(iO) 1 J [:l --.J.v 1 , .J. Cl li ( ( r ' )1 ' 
-- - -~---l-h- E·-,--
Hi:rOLI-I' r 2-:-1'1 r3 2 ,lJ J":' ' 
.- --- ---- 1 -h - 1'1'\ 'I 1 1 12 Cl li ( (' r ) '\ \ II - l' r:J :2 -t- Cl 1'5 , 3 ll) J ' 
:"=--' 
.'" :r (; I 
1 I (T 1 
-h 1 -) JI J' /E, 1'3 11 _ 
: :~ fi (' r ' I--=- - --- ha -) l1'o r"rl ,12 
r; j-t .IN ~:inlH'ihtpn"or. 
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Dpr in (7-t) eingeführte Tensor 
G = (~(1) Q(2») 
0(2) G(3) 
i,s: der Greensche Tenso; für da~ inhomogene partielle Differentialgleichungs_ 
S} stem der elastIschen (,rundglelChungen des C08seratschen Kontinuums 
(76) 
oder ausführlicher 
G [(1 + ~l )illt+ (1 - ~ + 1 ~V2V)graddiV tl + Cl rot <p] = -X, (77) 
e[Cl rot II + p( 1 + c; )iltli + L2 (1- ~2 + 2(3) grad dinj) -2Cl 41]=-l' 
1m l~nendlich ausgedehnten Kontinuum können wir die Lösungen dieses Diffe-
rentJalgleichungssystem,; schreiben: 
(;) = f f f Q(X1, X2, X3: ~1, ~2, ~3)' (~i::: ;:: !;;) d6 d~2 d~3, (78) 
I\'ob€'i in (7;)) 
(
Xl - 6)\ 
I' = X2 - ~2 , 
X3 - ~3 
(79) 
zu s€'tZ€'I1 ist. 
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